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1 Lecture 1

1.1 Three Part of Numerical Method:

• 轉轮轰轵轴 软车 轤轡轴轡輬 轩轮轩轴轩轡转 轧轵轥轳轳 软车 轳软转轵轴轩软轮

• 轕轰轤轡轴轥 轲轵转轥 软车 轩轴轥轲轡轴轥輺 轈软轷 轴软 轲轥轮轥轷 轴轨轥 轧轵轥轳轳

• 轓轴软轰轰轩轮轧 轃软轮轤轩轴轩软轮

Example:

{
輲x1 輫 x2 輽 輳

−x1 輫 輲x2 輽 輱
x∗ 輽

[
輱
輱

]
輱輮 轉轮轰轵轴輺

A 輽

[
輲 輱
−輱 輲

]
b 輽

[
輳
輱

]
x0 輽

[
輰
輰

]

輲輮 轓轵轰轰软轳轥 轴轨轥 轣轵轲轲轥轮轴 轧轵轥轳轳 轩轳 xold{
xnew1 輽 輨輳− xold2 輩/輲

xnew2 輽 輨輱 輫 xold1 輩/輲

x1 輽

[
輳/輲
輱/輲

]
x2 輽

[
輵/輴
輵/輴

]
x3 輽

[
輷/輸
輹/輸

]
輳輮 轓轴软轰轰轩轮轧 轃软轮轤轩轴轩软轮輺

||Axk − b|| ≤ tol

轥輮轧輮 tol 輽 輱輰−8

1.2 Rate of Convergence

Definition 1.1 輨轑輭转轩轮轥轡轲 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輬 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轑輭转轩轮轥轡轲 轩车 轴轨轥轲轥 轩轳

r ∈ 輨輰, 輱輩輬 轳轵轣轨 轴轨轡轴
||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||

≤ r輬 车软轲 轫 轳轵輎轣轩轥轮轴转轹 转轡轲轧轥輮

Example:
xk 輽 輱 輫 1

2k
, k 輽 輱, 輲, · · · xk 輺 轑輭转轩轮轥轡轲转轹 轣软轮轶轥轲轧轥 轴软 x∗ 輽 輱

Definition 1.2 輨轑輭轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輬 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轑輭轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲

轩车 转轩轭k→∞
||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||

輽 輰輬 车软轲 轫 轳轵輎轣轩轥轮轴转轹 转轡轲轧轥輮

轅轸轡轭轰转轥輺 xk 輽 輱 輫 k−k k 輽 輱, 輲... 比转轩轮轥轡轲快

Definition 1.3 輨轑輭轳轵轢转轩轮轥轡轲 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輬 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轑輭转轩轮轥轡轲 轩车

转轩轭
k→∞

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||

輽 輱

轰轡轧轥 輲 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轅轸轡轭轰转轥輺 xk 輽 輱 輫 1
k k 輽 輱, 輲, ... 比转轩轮轥轡轲 慢

k輨輣 软车 轩轴轥轲轡轴轩软轮輩

转软轧 ||xk − x∗||

轓轵轢转轩轮轥轡轲转轩轮轥轡轲轓轵轰轥轲转轩轮轥轡轲

达到相同的差值（比）， 轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲 需要的时间（轩轴轥轲轡轴轩软轮）最少。

Definition 1.4 輨轑輭轱轵轡轤轲轡轴轩轣 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗. 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轑輭轱轵轡轤轲轡轴轩轣 轩车
轴轨轥轲轥 轩轳 M > 輰輬 轳轵轣轨 轴轨轡轴

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||2

≤M 轆软轲 轫 轳轵輎轣轩轥轮轴转轹 转轡轲轧轥

→ ||xk+1 − x∗|| ≤M ||xk − x∗||2

→ ||x
k+1 − x∗||
||xk − x∗||

≤M ||xk − x∗|| → 輰

Definition 1.5 輨轒輭转轩轮轥轡轲 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輮 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轳 轒輭转轩轮轥轡轲 轩车 ||xk−x∗|| ≤
vk,∀k ≥ 輱, 轡轮轤 {vk} 轩轳 轑輭转轩轮轥轡轲转轹 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 輰

轅轸轡轭轰转轥輺

xk 輽

{
輱 輫 1

2k
轩车 轫 轩轳 轥轶轥轮

輱 轩车 轫 轩轳 软轤轤

輽⇒ xk → x∗ 輽 輱

輽⇒ 轃轨轥轣轫 车软轲 轑 转轩轮轥轡轲輺

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|

≤ r ∈ 輨輰, 輱輩

∀ 软轤轤 k,
|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|

輽∞

∴ not Q− linear

轰轡轧轥 輳 软车 輳輶
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輽⇒ 轃轨软软轳轥 vk 輽
輱

輲k

轎软轴轥
|vk+1 − 輰|
|vk − 輰|

輽
輱

輲
∈ 輨輰, 輱輩 ∀k 輽 輱, 輲, · · ·

轡轮轤 |xk − x∗| ≤ vk ∀k 輽 輱, 輲, · · ·

轔轨轥轲轥车软轲轥輬 xk 轩轳 轒輭转轩轮轥轡轲转轹 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 x∗ 輽 輱輮

Definition 1.6 輨轒輭轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輬 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轒輭轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲
轩车 ||xk 輽 x∗|| ≤ vk輬 ∀k ≥ 輱輬 轡轮轤 {vk} 轩轳 轑輭轳轵轰轥轲转轩轮轥轡轲 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 輰輮

Definition 1.7 輨轒輭轳轵轢转轩轮轥轡轲 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輩. 轌轥轴 xk → x∗輬 轷轥 轳轡轹 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轒輭轳轵轢转轩轮轥轡轲 轩车
||xk 輽 x∗|| ≤ vk輬 ∀k ≥ 輱輬 轡轮轤 {vk} 轩轳 轑輭轳轵轢转轩轮轥轡轲 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 輰輮

Exercise:

{
輲x1 輫 x2 輽 輳

−x1 輫 輲x2 輽 輱
x∗ 輽

[
輱
輱

]
轉车 x0 輽 x∗輬 后面的轩轴轥轲轡轴轩软轮值不变
轌轥轴 {

xk+1
1 輽 輨輳− xk2輩/輲
xk+1
2 輽 輨輱 輫 xk1輩/輲

x0 輽

[
輰
輰

]
轑輱輺 轉轳 {xk} 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 x∗輿
轑輲輺 轗轨轡轴 轩轳 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轳轰轥轥轤輿

||xk+1 − x∗||2 輽 輨xk+1
1 − 輱輩2 輫 輨xk+1

2 − 輱輩2

輽 輨
輳− xk2

輲
− 輱輩2 輫 輨

輱 輫 xk1
輲
− 輱輩2

輽 輨
輱− xk2

輲
輩2 輫 輨

xk1 − 輱

輲
輩2

輽
輱

輴
||xk − x∗||2 ∀k

輽
輱

輴2
||xk−1 − x∗||2

輽
輱

輴k+1
||x0 − x∗||2 ask →∞

轓软 xk → x∗輮 轁转轳软輬 轮软轴轥
||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||

輽 1
2 ∈ 輨輰, 輱輩輬 轳软 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轑輭转轩轮轥轡轲輮

轰轡轧轥 輴 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

2 L2

2.1 Unconstraint Problem

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轅轸轡轭轰转轥輺 轌软轧轩轳轴轩轣 轒轥轧轲轥轳轳轩软轮輮

2.2 Vector norm

轁轳轳轵轭轥 x ∈ Rn輬

||x||1 輽

n∑
i=1

|Xn|

||x||2 輽

√√√√ n∑
i=1

x2i 輨輽 ||x||輩

||x||∞ 輽 轭轡轸
1≤x≤n

|xi|

||x||p 輽

(
n∑
xi

|xi|p
)1/p

车软轲 p ≥ 輱

轉轮 Rn輬 轡 车轵轮轣轴轩软轮 輈 轤轥輌轮轥轳 轡 轮软轲轭 轩车

輱輮 輈輨x輩 輽 輰 ⇐⇒ x 輽 ~輰

輲輮 輈輨αx輩 輽 |α|輈輨x輩輬 ∀α ∈ R,∀x ∈ Rn

輳輮 輈輨x輫 y輩 ≤ 輈輨x輩 輫 輈輨y輩,∀x, y ∈ Rn

2.3 Matrix norm

A ∈ Rm×n
轌轥轴

A 輽

 | | |
a1 a2 · · · an
| | |

 輽

− 轾a1 −
− 轾a2 −
− 轾a3 −


||A||1 輽 轭轡轸

1≤j≤n
||aj ||1 輽 轳轵轰

||x||1=1

||Ax||1

||A||∞ 輽 轭轡轸
1≤i≤m

|| 轾ai||1 輽 轳轵轰
||x||∞=1

||Ax||∞

||A||2 輽 σmax輨A輩 輽 轳轵轰
||x||2=1

||Ax||2

||A||F 輽

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

輨aij輩2 輽
√

轴轲輨A∗A輩 輽

√√√√min{m,n}∑
i=1

σ2
i 輨轆轲软轢轥轲轩轵轳輩

||A||∗ 輽
m∑
i=1

σi輨A輩

σ輨A輩 轴轨轥 轳轩轮轧轵转轡轲 轶轡转轵轥 软车 轁

轰轡轧轥 輵 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

2.4 Gradient

輺 轁轳轳轵轭轥 f 輺 Rn → R輬

∇f輨x輩 輽



∂f

∂x1
∂f

∂x2
· · ·
∂f

∂xn


Example:

f輨x輩 輽
輱

輲
xTQx輫 cTx QT 輽 Q

∇f輨x輩 輽 Qx輫 c

轶轥轲轩车轹 车软轲 Q 輽

[
輲 輱
輱 輲

]
c 輽

[
輱
輱

]
轈轥轳轳轩轡轮 轍轡轴轲轩轸輺

∇2f輨x輩 輽


∂2f

∂x21

∂2f

∂x1x2
· · · ∂2f

∂x1xn
· · · · · · · · ·
∂2f

∂xnx1

∂2f

∂xnx2
· · · ∂2f

∂xnxn


Example:

f輨x輩 輽
輱

輲
xTQx輫 cTx QT 輽 Q

∇2f輨x輩 輽 Q

Definition 2.1 輨轧转软轢轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輩. x∗ 轩轳 轣轡转转轥轤 轡 轧转软轢轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软车 车 轩车 f輨x∗輩 ≤ f輨x輩,∀x ∈ Rn

Example:

Definition 2.2 輨轌软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輩. x∗ 轩轳 轣轡转转轥轤 轡 转软轣轡转转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软车 车 轩车 轴轨轥轲轥 轥轸轩轳轴轳 δ > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴
f輨x∗輩 ≤ f輨x輩,∀x ∈ Bδ輨x∗輩 輽 {x 輺 ||x− x∗|| ≤ δ}

Example:

轰轡轧轥 輶 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

Definition 2.3 輨轓轴轡轴轩软轮轡轲轹 轰软轩轮轴輩. 輺 轁 轰软轩轮轴 轩轳 轣轡转转轥轤 轳轴轡轴轩软轮轡轲轹 轰软轩轮轴 软车 车輬 轩车 ∇f輨輖x輩 輽 輰

Example:

Definition 2.4 輨轓轡轤轤转轥 轰软轩轮轴輩. 轁 轰软轩轮轴 輖x 轩轳 轳轡轤轤转轥 轰软轩轮轴 软车 车 轩车 ∇f輨輖x輩 輽 輰輬 轢轵轴 輖x 轩轳 轮轥轩轴轨轥轲 轡 转软轣轡转
轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软轲 轡 转软轣轡转 轭轡轸轩轭轩轺轥轲輮

Theorem 2.1 輨轆轩轲轳轴輭软轲轤轥轲 轮轥轣轥轳轳轡轲轹 轣软轮轤轩轴轩软轮輩. 轁轳轳轵轭轥 车 轩轳 轡 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 车轵轮轣轴轩软轮 轩车 x∗ 轩轳 轡 转软轣轡转
轭轩轮轩轭轩轺轥轲輬 轴轨轥轮 ∇f輨x∗輩 輽 輰

轒轥轭轡轲轫輺

輱輮 ∇f輨x∗輩 輽 輰 轤软轥轳 轎轏轔 轩轭轰转轹 x∗ 轴软 轢轥 轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲

輲輮 轉车 车 轩轳 轡 轣软轮轶轥轸 车轵轮轣轴轩软轮輬 轴轨轥轮 ∇f輨x∗輩 輽 輰 轩轭轰转轩轥轳 轴轨轡轴 x∗ 轩轳 轡 轧转软轢轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

轅轶轥轲轹 轰软轩轮轴 软车 轴轡轮轧轥轮轴 转轩轮轥 轢轥转软轷 f輨x輩 輽⇒ 轣软轮轶轥轸 车轵轮轣轴轩软轮輮

Example of convex function:

輱輮 f輨x輩 輽 ex

輲輮 f輨x輩 輽 − 转软轧 x

輳輮 f輨x輩 轩轳 轡 轶轥轣轴软轲 轮软轲轭

輴輮 f輨x輩 輽 g輨Ax輫 b輩輬 轷轨轥轲轥 轧 轩轳 轣软轮轶轥轸

Exercise
轌轥轴 f輨x, y輩 輽 x2 − 輲xy 輫 y2 − 輲

轑輱輺 轉轳

[
輱
輰

]
轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輿

∇f輨x, y輩 輽
[
輲x− 輲y
−輲x輫 輲y

]
轳软∇f輨輱, 輰輩 輽

[
輲
−輲

]
6輽 ~輰

轰轡轧轥 輷 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轡轮轤

[
輱
輰

]
轣轡轮轮软轴 轢轥 轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

轑輲輺 轉轳

[
輱
輱

]
轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輿

∇f輨x, y輩 輽
[
輲x− 輲y
−輲x輫 輲y

]
轳软∇f輨輱, 輱輩 輽

[
輰
輰

]
轡轮轤 车 轩轳 轣软轮轶轥轸輬 轳软

[
輱
輱

]
轩轳 轡 轧转软轢轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輬 轡轮轤 软车 轣软轵轲轳轥 轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

Theorem 2.2 輨轓轥轣软轮轤輭轏轲轤轥轲 轎轥轣轥轳轳轡轲轹 轃软轮轤轩轴轩软轮輩. 輺 轁轳轳轵轭轥 车 轩轳 轡 轴轷轩轣轥輭轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 车轵轮轣轴轩软轮輬 轩车
x∗ 轩轳 轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輬 轴轨轥轮 ∇f輨x∗輩 輽 輰輬 ∇2f輨x∗輩 ≥ 輰

Exercise:
f輨x, y輩 輽 轣软轳輨x, y輩

轉轳

[
輰
輰

]
轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輿

∇f輨x, y輩 輽
[
− 轳轩轮輨x輫 y輩
− 轳轩轮輨x輫 y輩

]
∇f輨輰, 輰輩 輽 輰

∇2f輨x, y輩 輽

[
− 轣软轳輨x輫 y輩 − 轣软轳輨x輫 y輩
− 轣软轳輨x輫 y輩 − 轣软轳輨x輫 y輩

]
∇2f輨輰, 輰輩 輽

[
−輱 −輱
−輱 −輱

]
< 輰

∴

[
輰
輰

]
轩轳 轮软轴 轡 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

Theorem 2.3 輨轓轥轣软轮轤 輭轏轤轥轲 轓轵輎轣轩轥轮轴 轃软轮轤轩轴轩软轮輩. 轁轳轳轵轭轥 f 轩轳 轴轷轩轣轥輭轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥輮 轉车 ∇f輨x∗輩 輽 輰輬
轡轮轤 ∇2f輨x∗輩 > 輰輬 轴轨轥轮 x∗ 轭轵轳轴 轢轥 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

Exercise:
轌轥轴

f輨x輩 輽
輱 輫 輨輲− x輩2

輱 輫 x2

輌轮轤 轴轨轥 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软车 车
Solution:

f輨x輩 輽
輱 輫 輨輴− 輴x輫 x2輩

輱 輫 x2

輽 輱 輫 輴
輱− x
輱 輫 x2

∴ 轭轩轮
x
f輨x輩 ⇐⇒ 轭轩轮

x
g輨x輩 輺輽

輱− x
輱 輫 x2

g′輨x輩 輽
−輨輱 輫 x2輩− 輲x輨輱− x輩

輨輱 輫 x2輩2

輽
x2 − 輲x− 輱

輨輱 輫 x2輩2

轰轡轧轥 輸 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轓软转轶轥

g′輨x輩 輽 輰

x2 − 輲x− 輱 輽 輰

x 輽 輱 輫
√
輲x 輽 輱−

√
輲

g′′輨x輩 輽
輨輲x− 輲輩輨輱 輫 x2輩2 − 輨x2 − 輲x− 輱輩輨輴x輨輱 輫 x2輩輩

輨輱 輫 x2輩4

∴ g′′輨輱 輫
√
輲輩 > 輰 转软轣轡转 轭轩轮轩轭轩轺轥轲

g′′輨輱−
√
輲輩 < 輰

轰轡轧轥 輹 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

3 L3:steepest gradient descent

Problem:轭轩轮x∈Rn f輨x輩

3.1 searching method:

轔轷软 轳轴轲轡轴轥轧轩轥轳輺 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨 轡轮轤 轴轲轵轳轴 轲轥轧轩软轮
轉轤轥轡 软车 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輺

• 轆轩轮轤 轡 轤轥轳轣轥轮轴 轤轩轲轥轣轴轩软轮 pk 轡轴 轫輭轴轨 轩轴轥轲轡轴轩软轮輮

• 轳轥轡轲轣轨 轡 轳轴轥轰 轳轩轺轥 αk > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴

f輨xk 輫 αkp
k輩 < f輨xk輩

• 轕轰轤轡轴轥 轴轨轥 轩轴轥轲轡轴轥輺
xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

轉轤轥轡 软车 轴轲轵轳轴 轲轥轧轩软轮輺

• 轄轥轴轥轲轭轩轮轥 轴轨轥 轳轩轺轥 软车 轡 轳轥轡轲轣轨 轲轥轧轩软轮 轡轴 轫輭轴轨 轩轴轥轲轡轴轩软轮輺 {p ∈ Rn 輺 ||p|| ≤ 輁k}

• 轁轰轰轲软轸轩轭轡轴轩软轮 轴轨轥 轭软轤轥转 轷轩轴轨轩轮 轴轨轥 轲轥轧轩软轮

m輨xk 輫 p輩 ≈ f輨xk 輫 p輩

• 轳软转轶轥 轡 轳轵轢轰轲软轢转轥轭輺
pk 輽 轡轲轧轭轩轮

p
m輨xk 輫 p輩, 轳輮轴輮 ||p|| ≤ 輁k

轡轮轤 转轥轴 xk+1 輽 xk 輫 pk

3.2 steepest gradient method

輱輮 轓轥轡轲轣轨 轤轩轲轥轣轴轩软轮輺 pk 輽 −∇f輨xk輩 轌轥轭轭轡輺 轉车 ∇f輨xk輩 6輽 輰輬 轴轨轥轮 < pk,∇f輨xk輩 >< 輰 轡轮轤 轴轨轥轲轥 轩轳
輖α > 輰輬 轳轵轣轨 轴轨轡轴 f輨xk 輫 αpk輩 < f輨xk輩,∀α ∈ 輨輰, 輖α輩輮
轐轲软软车輺 轁轳轳轵轭轥 ||∇2f輨x輩||2 ≤ σ, ∀x ∈ Rn
轂轹 轔轡轹转软轲 轥轸轰轡轮轳轩软轮輬

f輨xk 輫 αpk輩 輽 f輨xk輩 輫 α < pk,∇f輨xk輩 > 輫
α2

輲
輨pk輩T∇2f輨轾x2輩pk

车软轲 轳软轭轥 轰轴 轾xk

轂轥轣轡轵轳轥 ||∇2f輨x輩||2 ≤ σ, ∀x ∈ Rn 轩轴 轨软转轤轳

輨pk輩T∇2f輨轾xk輩pk ≤ σ||pk||2

轈轥轮轣轥 轩车 輰 < α輖α 輽 − 2<pk,∇f(xk)>
σ||pk||2

轴轨轥轮 f輨xk 輫 αpk輩 < f輨xk輩

輲輮 轳轥轡轲轣轨 轳轴轥轰 轳轩轺轥輺 輱輮 轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輬 輲輮 轩轮轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨

轰轡轧轥 輱輰 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

輨轡輩 轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨
αk 輽 轡轲轧轭轩轮

α≥0
f輨xk 輫 αpk輩

轅轸轡轭轰转轥輺

f輨x, y輩 輽 x2 輫 xy 輫 y2 − x− y, 车软轲x, y ∈ R

轴轥轸轴

[
x0

y0

]
輽

[
輰
輰

]
∇f輨x, y輩 輽

[
輲x輫 y − 輱
x輫 輲y − 輱

]
p0 輽 −∇f輨x0, y0輩 輽

[
輱
輱

]
f輨

[
x0

y0

]
輫 αp0輩 輽 f輨x0 輫 α, y0 輫 α輩 輽 f輨α, α輩 輽 輳α2 − 輲α

α0 輽 轡轲轧轭轩轮
α≥0

輳α2 − 輲α→ α0 輽
輱

輳

輨轢輩 轩轮轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨
轁轲轭轩轪软輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮輺 輌轮轤 αk > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴

f輨xk 輫 αkp
k輩 ≤ f輨xk 輫 c1αk < pk,∇f輨xk輩 >輩

轷轨轥轲轥 c1 ∈ 輨輰, 輱輩 轩轳 轡 轣软轮轳轴轡轮轴輮 轗软转车轥
轣软轮轤轩轴轩软轮轳輺 轳轥轡轲轣轨 αk > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴

f輨xk 輫 αkp
k輩 ≤ f輨xk輩 輫 c1αk < pk,∇f輨xk輩 >

< ∇f輨xk 輫 αkp
k輩, pk >≥ c2 < pk,∇f輨xk輩 >

轷轨轥轲轥 輰 < c1 < c2 < 輱

Theorem 3.1 輨轓轵轰轰软轳轥 f 輺 Rn → R 轩轳 轣软轮轴轩轮轵软轵轳转轹 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 轌轥轴 pk 轢轥 轡 轶轥轣轴软轲 轳轵轣轨
轴轨轡轴 < pk,∇f輨xk輩 >< 輰輩.

轁轳轳轵轭轥 φ輨α輩 輽 f輨xk 輫 αpk輩 轴软 轢轥 轢软轵轮轤轥轤 轢轥转软轷 软轮 α ≥ 輰輮 轔轨轥轮 轴轨轥轲轥 轥轸轩轳轴 轡轮 轩轮轴轥轲轶轡转
软车 α 轳轵轣轨 轴轨轡轴 轴轨轥 轷软转车轥 轣软轮轤轩轴轩软轮轳 轡轲轥 轳轡轴轩轳輌轥轤 车软轲 轡轮轹 α 软轮 轴轨轡轴 轩轮轴轥轲轶轡转輮
轅轸轡轭轰转轥輺

f輨x, y輩 輽 x2 輫 xy 輫 x2 − x− y, 车软轲 x, y ∈ R

轌轥轴

[
x0

y0

]
輽

[
輰
輰

]
∇f輨x, y輩 輽

[
輲x輫 y − 輱
x輫 輲y − 輱

]
p0 輽 −∇f輨x0, y0輩 輽

[
輱
輱

]

轰轡轧轥 輱輱 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轑輱輺 轳轥轴 c1 輽 1
10

轄软轥轳 α 輽 1
2 轳轡轴轩轳车轹 轴轨轥 轁轲轭轩轪软 轣软轮轤轩轴轩软轮輿

f輨

[
x0

y0

]
輫 αp0輩 輽 輳α2 − 輲α

< p0,∇f輨x0, y0輩 > 輽 −輲
f輨x0, y0輩 輽 輰

轃轨轥轣轫 輳α2 − 輲α ≤ 輰 輫 αc1輨−輲輩, 车软轲 α 輽
輱

輲
輿

−輱

輴
< − 輱

輱輰

√

轓软 α 輽 1
2 轩轳 轡轣轣轥轰轴轡轢转轥輮

輳輮 轓轴软轰轰轩轮轧 轃轲轩轴轥轲轩软轮輺

• 软轰轴轩软轮 轉輺 ||∇f輨xk輩|| ≤轴软转
• 软轰轴轩软轮 轉轉輺 ||xk+1 − xk|| ≤轴软转
• 软轰轴轩软轮 轉轉轉輺 |f輨xk+1 − f輨xk輩輩| ≤轴软转

3.3 Algorithm

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
轃轨软软轳轥 x0 轡轮轤 tol > 輰輻

if ||pk|| < tol then
轳轴软轰 轡轮轤 轲轥轴轵轲轮 xk

else
while the Armijo’s condition does not hold do

σkαk → αk
xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

end

end
Algorithm 1: 轈软轷 轴软 轷轲轩轴轥 轡转轧软轲轩轴轨轭轳

Theorem 3.2 輨轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 软车 轓轴轥轥轰轥轳轴 轧轲轡轤轩轥轮轴 轤轥轳轣轥轮轴輺輩. 轁轳轳轵轭轥 车 轩轳 转软轷轥轲 轢软轵轮轤轥轤 轡轮轤 轨轡轳 轌轩轰轳輭
轣轨轩轴轺 轣软轮轤轩轴轩软轮轳輬 轧轲轡轤轩轥轮轴輬 轮轡轭轥转轹輬 ∃L > 輰輬 轳轵轣轨 轴轨轡轴

||∇f輨x輩−∇f輨y輩|| ≤ L||x− y||,∀x, y ∈ Rn

轌轥轴 {xk} 轢轥 轴轨轥 轳轥轱轵轥轮轣轥 轧轩轶轥 轢轹 轴轨轥 轳轴轥轥轰轥轳轴 轧轲轡轤轩轥轮轴 轤轥轳轣轥轮轴 轷轩轴轨 轴轨轥 轳轴轥轰 轳轩轺轥 αk 轳轡轴轩轳车轹轩轮轧 轴轨轥
轗软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮轳 软轲 轳轡轴轩轳车轹轩轮轧 轴轨轥 轁轲轭轩轪软輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮 轡轮轤 αk ≥ αmin > 輰,∀k輮 轔轨轥轮 ||∇f輨xk輩|| → 輰

轒轥轭轡轲轫輺 轷轨轥轮 ||∇f輨xk輩|| → 輰輬 轩车 αk ≤ αmax <∞輬
轴轨轥轮 ||xk+1 − xk|| → 輰 轡轮轤 |f輨xk+1 − f輨xk輩輩| → 輰輮
轉车 车轵轲轴轨轥轲 轭软轲轥輬 f 轩轳 轣软轮轶轥轸輬 轴轨轥轮 f輨xk輩 → f∗ 轣转轡轩轭輺 轩车 αk 轩轳 软轢轴轡轩轮轥轤 轹 轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輬 轴轨轥轮 轴轨轥
轗软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮轳 轨软转轤輮
轰轲软软车輺 轃轨轥轣轫 轴轨轥 轣轵轲轶轡轴轵轲轥 轣软轮轤轴轩轩软轮輺

< ∇f輨xk 輫 αkp
k輩, pk >≥ c2 < ∇f輨xk輩, pk >

轰轡轧轥 輱輲 软车 輳輶
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轓轩轮轣轥 αk 輽 轡轲轧轭轩轮α≥0 f輨x
k 輫 αpk輩 > 輰

轷轥 轨轡轶轥 轴轨轥 輌轲轳轴 软轲轤轥轲 软轰轴轩轭轡转轩轴轹 轣软轮轤轩轴轩软轮

輰 輽
d

dα
f輨xk 輫 αpk輩|α=αk

輽< ∇f輨xk 輫 αkp
k輩, pk >

3.4 Steepest gradient descent for quadratic minimization:

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩 輽
輱

輲
xTQx− bTx

轷轨轥轲轥 轑 轩轳 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轡轮轤 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥

3.4.1 Derivation of the algorithm:

輱輮
pk 輽 −∇f輨xk輩 輽 −輨Qxk − b輩 輽 b−Qxk

輲輮 轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輺

αk 輽 轡轲轧轭轩轮
α≥0

f輨xk 輫 αpk輩 輽
||pk||

輨pk輩TQpk

转轥轴 φ輨α輩 輽 f輨xk 輫 αpk輩
轔轨轥轮 轴轨轥 輱轳轴輭软轲轤轥轲 软轰轴輮 轣软轮轤轩轴轩软轮輺

φ′輨αk輩 輽 輰

轓轩轮轣轥 φ′輨α輩 輽< ∇f輨xk 輫 αpk輩, pk >

輽< Q輨xk 輫 αpk輩− b, pk >
輽< Qxk − b輫 αQpk, pk >

輽< −pk 輫 αQpk, pk >

轔轨轥轮 轳软转轶轥 φ′輨α輩 輽 輰→ αk 輽 <pk,pk>
<Qpk,pk>

輳輮 轕轰轤轡轴轥 xk+1 輽 xk 輫 αkp
k

3.4.2 Per-iteration complexity

輺
n輨輲n− 輱輩 輫 n輫 n輨輲n− 輱輩 輫 輲n− 輱 輫 輲n− 輱 輫 輲n ≈ 輴n2

轴软轴轡转 轣软轭轰转轥轸轩轴轹 轴软 轨轡轶轥 轡 轳软转轵轴轩软轮 輖x 轳轵轣轨 轴轨轡轴

f輨輖x輩− f輨x∗輩 ≤ ε < 輱

轇软轡转輺 轥轳轴轩轭轡轴轥 k 轳轵轣轨 轴轨轡轴
f輨xk輩− f輨x∗輩 ≤ ε

轰轡轧轥 輱輳 软车 輳輶
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3.4.3 Convergence rate analysis

轣转轡轩轭輱輺 f輨xk 輫 輱輩− f輨x∗輩 輽 f輨xk輩− f輨x∗輩− 1
2

||∇f(xk)||2
∇f(xk)TQ∇f(xk)

· ||∇f輨xk輩||2

轣转轡轩轭輲輺 f輨x輩− f輨x∗輩 輽 1
2 輨x− x

∗輩TQ輨x− x∗輩 轷轨轥轲轥 x∗ 輽 轡轲轧轭轩轮x f輨x輩, i.e.Qx
∗ 輽 b

轣转轡轩轭 輲 轩轳 轥轡轳轹 轴软 轶轥轲轩车轹輮 轌轥轴輧轳 轰轲软轶轥 轣转轡轩轭 輱 轡轳 车软转转软轷轳輺

f輨xk+1輩− f輨x∗輩

輽
輱

輲
輨xk − αk∇f輨xk輩− x∗輩TQ輨xk − αk∇f輨xk輩− x∗輩

輽
輱

輲
輨xk − x∗輩TQ輨xk − x∗輩− αk∇f輨xk輩TQ輨xk − x∗輩 輫 輱

輲
α2
k∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩

輽
輱

輲
輨xk − x∗輩TQ輨xk − x∗輩− αk||∇f輨xk輩||2 輫

輱

輲
α2∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩

輽
輱

輲
輨xk − x∗輩TQ輨xk − x∗輩− ||∇f輨xk輩||2

∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩
||∇f輨xk輩||2 輫 ||∇f輨xk輩||2

輲∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩
||∇f輨xk輩||2

輽
輱

輲
輨xk − x∗輩TQ輨xk − x∗輩− ||∇f輨xk輩||2

輲∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩
||∇f輨xk輩||2

轎软轴轥 ∇f輨xk輩 輽 Qxk − b 輽 Q輨xk − x∗輩
轳软 xk − x∗ 輽 Q−1∇f輨xk輩
轔轨轥轲轥车软轲轥輬 轢轹 轣转轡轩轭 輬

f輨xk輩− f輨x∗輩 輽 輱

輲
輨xk − x∗輩TQ輨xk − x∗輩

輽
輱

輲
∇f輨xk輩TQ−1∇f輨xk輩

轳软 ||∇f輨xk輩||2 輽 ||∇f(xk)||2
1
2∇f(xk)TQ−1∇f(xk)

轛f輨xk輩− f輨x∗輩轝
轂轹 轣转轡轩轭 輱輺

f輨xk+1 − f輨x∗輩輩 輽 f輨xk輩− f輨x∗輩− 輱

輲

||∇f輨xk輩||2

∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩
||∇f輨xk輩||2

1
2∇f輨xk輩TQ−1∇f輨xk輩

轛f輨xk輩− f輨x∗輩轝

輽 輨輱− 輱

輲

||∇f輨xk輩||2

∇f輨xk輩TQ∇f輨xk輩
||∇f輨xk輩||2

1
2∇f輨xk輩TQ−1∇f輨xk輩

輩轛f輨xk輩− f輨x∗輩轝

≤ 輨輱− λmin輨Q輩

λmax輨Q輩
輩轛f輨xk輩− f輨x∗輩轝θ 輽 輨輱− λmin輨Q輩

λmax輨Q輩
輩 ∈ 輰, 輱

轗轨轥轲轥 轩轮 轴轨轥 转轡轳轴 轩轮轥轱轵轡转轩轴轹輬 轷轥 轨轡轶轥 轵轳轥轤

V TQV T ≤ λmax輨Q輩||v||2

V TQ−1V T ≤ 輱

λmin
輨Q輩||v||2

轔轨轥轲轥车软轲轥輬 f輨xk輩− f輨x∗輩 轩轳 轑輭转轩轮轥轡轲转轹 轣软轮轶轥轲轧轥轮轴 轴软 輰
轔软 轨轡轶轥 f輨xk輩− f輨x∗輩 ≤ ε
轩轴 轳轵輎轣轥轳 轴软 轨轡轶轥

θk輨f輨x0輩− f輨x∗輩輩 ≤ ε
轢轥轣轡轵轳轥 f輨xk輩− f輨x∗輩 ≤ θk輨f輨x0輩− f輨x∗輩輩
轳软

k ≥ ln ε

f輨x0輩− f輨x∗輩
/ln輨θ輩

輽 ln
f輨x0輩− f輨x∗輩

ε
/ln輨

輱

θ
輩

轰轡轧轥 輱輴 软车 輳輶
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4 L4

Newton’s method and conjugate gradient

4.1 Newton’s method for

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轗轨轥轲轥 车 轩轳 轴轷轩轣轥 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥輮

輱輮 轳轥轡轲轣轨 轤轩轲轥轣轴轩软轮輺 pk 輽 −輨∇2f輨xk輩輩−1∇f輨xk輩

輲輮 轓轴轥轰 轳轩轺轥輺 αk 輽 輱

轒轥轭轡轲轫輺 轴轨轩轳 轭轥轴轨软轤 软轮转轹 轷软轲轫轳 转软轣轡转转轹輮

Theorem 4.1 輨轓轵轰轰软轳轥 ∇2f輨x輩 轩轳 轌轩轰輭轣软轮轴轩轮轵软轵轳 轩轮 轡 轮轥轩轧轨轢软轲轨软软轤 软车 轡 轳软转轵轴轩软轮 x∗輬 轷轨轥轲轥 ∇2f輨x∗輩 轩轳 轮软轮轳轩轧轵转轡轲輮 轌轥轴 {xk}∞k=0 轢轥 轴轨轥 轳轥轱轵轥轮轣轥 轢轹 轴轨轥 轎轥轷轴软轮輧轳 轭轥轴轨软轤輮 轔轨轥轮輩. 輱輮
轉车 x0 轩轳 轳轵輎轣轩轥轮轴转轹 轣转软轳轥 轴软 x∗輬 轴轨轥轮 xk → x∗

輲輮 轡轮轤 轴轨轥 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 软车 {xk} 轡轮轤 {||∇f輨xk輩||} 轡轲轥 轢软轴轨 轑輭轱轵轡轤轲轡轴轩轣輮

∇2f輨x輩 轩轳 轌轩轰輭轣软轮轴轩轮轵软轵轳 轩车 轴轨轥轲轥 轩轳 L > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴 ||∇2f輨x輩−∇2f輨y輩|| ≤ L||x− y||,∀x, y ∈ Rn輮
轒轥轭轡轲轫輺 轁轳轳轵轭轥 ||∇2f輨x輩 − ∇2f輨y輩|| ≤ L||x − y|| 轡轮轤 ||∇2f輨x輩−1|| ≤ 輲||∇2f輨x∗輩−1||輬 车软轲 轡轮轹
x, y ∈ Br輨x∗輩 輽 {x ∈ Rn 輺 ||x− x∗|| ≤ r}
轔轨轥轮 轷轥 轣轡轮 轴轡轫轥 ||x0 − x∗|| ≤ min輨r, L||∇2f輨x∗輩−1||輩

轅轸轡轭轰转轥輺
轭轩轮
x∈R

f輨x輩 輽 輰.輵x2 − sin輨x輩

f ′輨x輩 輽 x− cos輨x輩
f ′′輨x輩 輽 輱 輫 sin輨x輩

轎软轴轥 f ′′輨x輩 ≥ 輰輬 轳软 f輨x輩 轩轳 轣软轮轶轥轸 轳轥轴 x−cos輨x輩 輽 輰

轰轡轧轥 輱輵 软车 輳輶
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4.2 Conjugate gradient

轐轲软轢转轥轭輺

轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
xTAx− bTx

轷轨轥轲轥 轁 轩轳 轡 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥 轭轡轴轲轩轸 轩轮 Rn×n 轡轮轤 b ∈ Rn

Definition 4.1 輨轃软轮轪轵轧轡轴轥 轤轩轲轥轣轴轩软轮轳輩. 輺 轌轥轴 轁 轢轥 轡 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥 轭轡轴轲轩轸 轩轮 Rn×n輮 轁
轳轥轴 软车 轮软轮轺轥轲软轳 轶轥轣轴软轲轳 {p1, p2, ..., pm} 轩轳 轳轡轩轤 轴软 轢轥 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轷轩轴轨 轲轥轳轰轥轣轴 轴软 轁 软轲 轁輭 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轩车

< pi, Apj >輽 輰,∀i 6輽 j

轅轸轡轭轰转轥輺 轉车 A 輽


a1 輰 輰 輰 輰
輰 a2 輰 輰 輰
輰 輰 . 輰 輰
輰 輰 輰 . 輰
輰 輰 輰 輰 an

 轷轨轥轲轥 ai > 輰,∀i 輽 輱, ..., n 轴轨轥轮 轴轨轥 轢轡轳轩轳 轶轥轣轴软轲轳 {e1, e2, ..., en}

轩轳 轁輭轣软轮轪轵轧轡轴轥輮 轉车 A 輽 V DV T 輬 轷轨轥轲轥 V 轩轳 软轲轴轨软轧软轮轡转 輨轩輮轥輮 V TV 輽 I輩 轡轮轤 D 轩轳 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轩轡轧软轮轡转輬 轴轨轥轮
{v1, v2, ..., vm} 轩轳 轁輭轣软轮轪轵轧轡轴轥輮

< vi, Avj >輽< vi, djvj >輽 輰,∀i 6輽 j

Lemma 4.2. 轉车 {p1, p2, ..., pm} 轩轳 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轷轩轴轨 轲轥轳轰轥轣轴 轴软 轡 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰软轳轩轴轩软轮 轤轥輌轮轩轴轥 轭轡轴轲轩轸 轁輬
轴轨轥轮 p1, p2, ..., pm 轡轲轥 转轩轮轥轡轲 轩轮轤轥轰轥轮轤轥轮轴輮

Proof
轁轳轳轵轭轥

∑m
i=1 αip

i 輽 輰輬 车软轲 轡轮轹 j ∈ {輱, 輲, · · ·m}輬

輰 輽 〈pj , A
m∑
i=1

aip
i〉

輽 〈pj , A輨ajpj 輫
∑
i 6=j

aip
i輩〉

輽 αj〈pj , Apj〉輫
∑
i 6=j

αi〈pi, Api〉

輽 αj〈pj , Apj〉

轓轩轮轣轥 〈pj , Apj〉 > 輰輬 轷轥 轨轡轶轥 αj 輽 輰輮

Conjugate direction method

轌轥轴 轁 轢轥 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥輬 轧轩轶轥轮 轡 轳轥轴 软车 轁輭轣软轮轪轵轧轡轴轥 轶轥轣轴软轲轳 {p1, p2, · · · pn}

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輺 x1 轢轥 轡轮轹 轶轥轣轴软轲 轩轮 Rn
轆软轲 k 輽 輱, 輲 · · ·n

xk+1 輽 xk 輫 αkp
k

轷轨轥轲轥 αk 輽 轡轲轧轭轩轮
α
f輨xk 輫 αpk輩 輽 −〈p

k,∇f輨xk輩〉
〈pk, Apk〉

Theorem 4.3. 轓轵轰轰软轳轥 {xk} 轩轳 轧轩轶轥轮 轢轹 轴轨轥 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轤轩轲轥轣轴轩软轮 轭轥轴轨软轤輮 轔轨轥轮輺

轰轡轧轥 輱輶 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

〈∇f輨xk輩, pi〉 輽 輰 ∀i 輽 輱, 輲, · · · k − 輱

轡轮轤 xk+1 輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈xk

f輨x輩

轷轨轥轲轥 xk 輽 x1 輫 span{p1 · · · pk}

Corollary 4.4. 轉轮 轡轴 轭软轳轴 轮 轩轴轥轲轡轴轩软轮輬 轴轨轥 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轤轩轲轥轣轴轩软轮 轷轩转转 轧轩轶轥 轴轨轥 轥轸轡轣轴 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮

p1

p2
轄轥輌轮轥 轡轮 轩轮轮轥轲 轰轲软轤轵轣轴 〈·, ·〉 轡轳 〈x, y〉 輽 xTAy

Example:

A 輽

[
輳 輱
輱 輳

]
, b 輽

[
輱
輰

]
轭轩轮
x∈R2

f輨x輩 輽
輱

輲
xTAx− bTx

轌轥轴 x1 輽

[
輰
輰

]
, p1 −

[
輱
輱

]
p2 輽

[
−輱
輱

]
轃轨轥轣轫 轁輭轣软轮轪轵轧轡轣轹輺

〈p1, Ap2〉 輽 〈
[
輱
輱

]
,

[
−輲
輲

]
〉

輽 輰

∇f輨x1輩 輽 Ax1 − b

輽

[
−輱
輰

]
α1 輽

−〈p1,∇f輨x1輩〉
〈p1, Ap1〉

輽 −
〈
[
輱
輱

]
,

[
−輱
輰

]
〉

〈
[
輱
輱

]
,

[
輴
輴

]
〉

輽
輱

輸

x2 輽 x1 輫 α1p
1

輽

[
輱/輸
輱/輸

]
∇f輨x2輩 輽 Ax2 − b

輽

[
輱/輲
輱/輲

]
−
[
輱
輰

]
輽

[
−輱/輲
輱/輲

]

轰轡轧轥 輱輷 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

α2 輽 −〈p
2,∇f輨x2輩〉
〈p2, p2〉

輽

−〈
[
−輱
輱

]
,

[
−輱/輲
輱/輲

]
〉

〈
[
−輱
輱

]
,

[
−輲
輲

]
〉

輽 −輱

輴

x3 輽 x2 輫 α2p
2

輽
[
輱/輸, 輱/輸

]
− 輱

輴

[
−輱
輱

]
輽

[
輳/輸
−輱/輸

]
∇f輨x3輩 輽 Ax3 − b

輽

[
輱
輰

]
−
[
輱
輰

]
輽

[
輰
輰

]
Conjugate Gradient Method

轭轩轮
x
f輨x輩 輽

輱

輲
xTAx− bTx

轷轨轥轲轥 A ∈ Rn×n 轩轳 轡 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥 轭轡轴轲轩轸輮
轄轥轮软轴轥 r 輽 Ax− b 輽 ∇f輨x輩
轑轵轥轳轴轩软轮輺 轉车 {p1, p2, · · · pk−1} 轩轳 轁 轣软轮轪轵轧轡轴轥輬 轡轮轤 〈rj , pi〉 輽 輰輬 ∀i < j ≤ k輬 轷轨轥轲轥 ri 輽 ∇f輨xi輩輬 轨软轷 轴软
轧轥轴 pk 轳轵轣轨 轴轨轡轴 {p1, p2, · · · pk} 轩轳 轁輭轣软轮轪轵轧轡轴轥輿
pk 輽 −rk 輫 βkp

k−1 轡轮轤 轳轥轴 βk
轓轩轮轣轥 轷轥 轲轥轱轵轩轲轥 {p1, p2, · · · pk} 轴软 轢轥 轁 輭 轣软轮轪轵轧轡轴轥輬 轴轨轥轮 〈pk, Apk−1〉 輽 輰輬

轳软 〈−rk 輫 βkp
k−1, Apk−1〉 輽 輰 輽⇒ βk 輽

〈rk, Apk−1〉
〈pk−1, Apk−1〉

轃转轡轩轭輺 轉车 pk 輽 −rk 輫 βkp
k−1輬 轴轨轥轮 〈pk, Api〉 輽 輰,∀i 輽 輱, 輲, · · · k − 輱

轓轫轥轴轣轨 轴轨轥 轰轲软软车輺 车软轲 i 輽 輱, 輲, · · · k − 輲輬

〈pk, Api〉 輽 〈−rk 輫 βkp
k−1, Api〉

輽 〈−rk, Api〉輫 βk〈pk−1, pi〉
輽 輰 輫 輰

輽 輰 轓轩轮轣轥 Apy ∈ span{r1, r2, · · · ri+1}

轰轡轧轥 輱輸 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轰轵轴輻
A ∈ Rn×n 輨轳轹轭輮 轰轤輮輩 轡轮轤 b ∈ Rn輬 tol > 輰輻
轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
轃轨软软轳轥 x1輬 转轥轴 r1 輽 Ax1 − b輬 轳轥轴 p1 輽 −r1輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

αk 輽 − 〈r
k, pk〉

〈pk, Apk〉
xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

rk+1 輽 Axk+1 − b
if ||rk+1|| < tol then

轳轴软轰
else

βk+1 輽
〈rk+1, Apk〉
〈pk, Apk〉

pk+1 輽 −rk+1 輫 βk+1p
k

end

end

Theorem 4.5. 轆软轲 轴轨轥 轣软轮轪轵轧轡轴轥 轧轲轡轤轩轥轮轴 轭轥轴轨软轤輬 轩轴 轨软转轤轳輺 〈rk, ri〉 輽 輰輬 ∀i 輽 輱, 輲, · · · k − 輱

span{r1, · · · rk} 輽 span{r1, Ar1 · · ·Ak−1r1}
輽 span{p1, p2 · · · pk}

{p1, p2 · · · pk} 轩轳 轁 轣软轮轪轵轧轡轴轥

Check: 〈r2, r1〉 輽 輰輿
轎软轴轥

r2 輽 A輨x1 輫 α1p
1輩− b

輽 r1 輫 αAp1

〈r2, r1〉 輽 〈r1 輫 α1Ap
1, r1〉

輽 〈r1 − α1Ar
1, r1〉

α1 輽
〈r1, p1〉
〈p1, Ap1〉

輽
〈r1, r1〉
〈r1, Ar1〉

轏轮轥 轭软轲轥 轥輎轣轩轥轮轴 车软轲轭 软车 轃轇輺
Claim1:

αk 輽
||rk||2

〈pk, Apk〉

αk 輽 − 〈r
k, pk〉

〈pk, Apk〉
轎软轴轥 pk 輽 −rk 輫 βkp

k−1

轓软 〈rk, pk〉 輽 〈rk,−rk 輫 βkp
k−1〉

輽 −||rk||2 輫 βk〈rk, pk−1〉
轰轡轧轥 輱輹 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

∴ αk 輽 − 〈r
k, pk〉

〈pk, Apk〉

輽
||rk||2

〈pk, Apk〉

Claim2:

βk+1 輽
||rk+1||2

||rk||2

βk+1 輽
〈pk+1, Apk〉
〈pk, Apk〉

輽
〈rk+1, αkAp

k〉
〈pk, αkApk〉

Note xk+1 輽 xk 輫 αkp
k

∴ Axk+1 − b 輽 rk+1

輽 Axk 輫 αkp
k − b

∴ αkAp
k 輽 rk+1 − rk

轔轨轥轮〈rk+1, αkAp
k〉 輽 〈rk+1, rk+1 − rk〉

輽 ||rk+1||2

〈pk, αkApk〉 輽 〈pk, rk+1 − rk〉
輽 〈pk,−rk〉
輽 ||rk||2

∴ βk+1 輽
〈pk+1, Apk〉
〈pk, Apk〉

輽
||rk+1||2

||rk||2

轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轰轵轴輻
A ∈ Rn×n 輨轳轹轭輮 轰轤輮輩 轡轮轤 b ∈ Rn輬 tol > 輰輻
轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
轃轨软软轳轥 x1輬 转轥轴 r1 輽 Ax1 − b輬 轳轥轴 p1 輽 −r1輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

αk 輽
||rk||2

〈pk, Apk〉
xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

rk+1 輽 rk 輫 αkAp
k

if ||rk+1|| < tol then
轳轴软轰

else

βk+1 輽
||rk+1||2

||rk||2
pk+1 輽 −rk+1 輫 βk+1p

k

end

end

轰轡轧轥 輲輰 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

Example：

A 輽

[
輳 輱
輱 輳

]
b 輽

[
輱
輰

]
x1 輽

[
輰
輰

]
r1 輽 Ax1 − b 輽 −b 輽

[
−輱
輰

]
p1 輽 −r1 輽

[
輱
輰

]
轫輽輱輺 α1 輽

||r1||2

〈p1, Ap1〉

輽
輱

〈
[
輱
輰

]
,

[
輳
輱

]
〉

輽
輱

輳

x2 輽 x2 輫 α1p
2

輽
輱

輳

[
輱
輰

]
輽

[
輱/輳
輰

]
r2 輽 r1 輫 αAp1

輽

[
−輱
輰

]
輫

輱

輳

[
輳
輱

]
輽

[
輰
輱/輳

]
β2 輽

||r2||2

||r1||2

輽
輱/輹

輱

輽
輱

輹

p2 輽 −r2 輫 β2p
1

輽 −
[

輰
輱/輳

]
輫 輱/輹

[
輱
輰

]
輽

[
輱/輹
−輱/輳

]
轫輽輲輺 α2 輽

||r2||2

〈p2, Ap2〉

輽
輱/輹

〈
[
輱/輹
−輱/輳

]
,

[
輰
−輸/輹

]
〉

x3 輽 x2 輫 α2p
2

輽

[
輱/輳
輰

]
輫 輳/輸

[
輱/輹
−輱/輳

]
輽

[
輳/輸
−輱/輸

]
r3 輽 r2 輫 α2Ap

2

輽

[
輰
輱/輳

]
輫 輳/輸

[
輰
−輸/輹

]
輽

[
輰
輰

] 轰轡轧轥 輲輱 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

Convergence rate of CG

轌轥轴 κ輨A輩 輽
λmax輨A輩

λmin輨A輩
轡轮轤 x∗ 轢轥 轴轨轥 软轰轴轩软轮轡转 轳软转轵轴轩软轮輬 轴轨轥轮

||xk+1 − x∗||A ≤

(√
κ輨A輩− 輱√
κ輨A輩 輫 輱

)2k

||x1 − x∗||A

||xk+1 − x∗||A 輺轒輭转轩轮轥轡轲
||x1 − x∗||A 輺轑輭转轩轮轥轡轲

轷轨轥轲轥 ||x||A 輽
√
xTAx

Preconditioning:

轭轩轮
x∈R

f輨x輩 輽
輱

輲
xTAx− bTx 輨∗輩

轷轨轥轲轥 轁 轩轳 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轰輮轤輮
輨輪輩 轩轳 轲轥轱轵轩轲轥轤 轴软 轳软转轶轥輺

Ax 輽 b

⇐⇒ 輨CT 輩−1Ax 輽 輨CT 輩−1b C ∈ Rn×n轩轳 轮软轮轳轩轮轧轵转轡轲輮
⇐⇒ 輨CT 輩−1AC−1Cx 輽 輨CT 輩−1b

⇐⇒ 轞A轞x 輽 轞b

轷轨轥轲轥 轞A 輽 C−TAC−1

轞x 輽 cx

轞b 輽 C−T b

⇐⇒ 轭轩轮
x̂

轞f輨轞x輩 輽
輱

輲
轞xTA轞x− 轞bT 轞x

轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轰轵轴輻
轞A ∈ Rn×n 輨轳轹轭輮 轰轤輮輩 轡轮轤 轞b ∈ Rn輬 tol > 輰輻
轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻

轃轨软软轳轥 轞x1輬 转轥轴 轞r1 輽 轞A轞x1 − 轞b輬 轳轥轴 轞p1 輽 −轞r1輻
for k 輽 輱, 輲, · · ·n do

αk 輽
||轞rk||2

〈轞pk, 轞A轞pk〉
轞xk+1 輽 轞xk 輫 αk 轞p

k

轞rk+1 輽 轞rk 輫 αk 轞A轞pk輨∇f輨k 輫 輱輩輩
if ||轞rk+1|| < tol then

轳轴软轰
else

βk+1 輽
||轞rk+1||2

||轞rk||2
轞pk+1 輽 −轞rk+1 輫 βk+1轞p

k

end

end

轰轡轧轥 輲輲 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轓轵轰轰软轳轥 轞xk 轩轳 轴轨轥 kth 轩轴轥轲轡轴轩软轮 软车 轃轇 轴软 轰轲轥轣软轮轤轩轴轩软轮轡转 轰轲软轢转轥轭輬 转轥轴

xk 輽 C−1轞xk

轞rk 輽 轞A轞xk − 轞b

Also let pk 輽 C−1轞pk, M 輽 CTC

||轞rk||2 輽 || 轞A轞xk − 轞b||2

輽 ||C−TAC−1轞xk − C−T b||2

輽 ||C−T rk||2

輽 〈C−T rk, C−T rk〉
輽 輨rT 輩C−1C−T rk

輽 〈rk, C−1C−T rT 〉
輽 〈rk,M−1rT 〉

〈轞pk, 轞A轞pk〉 輽 〈轞pk, C−TAC−1轞pk〉
輽 輨轞pK輩TC−TAC−1轞pk

輽 〈C−1轞pk, AC−1轞pk〉
輽 〈pk, Apk〉

αk 輽
〈rk,M−1rk〉
〈pk, Apk〉

轞rk+1 輽 轞rk 輫 αk 轞A轞pk

C−TAC−1轞xk+1 − 轞b 輽 C−TAC−1轞xk − 轞b輫 αkC
−TAC−1轞pk

C−TAC−1Cxk+1 − C−T b 輽 C−TAC−1Cxk − C−T b輫 αkC
−TAC−1Cpk

C−TAxk+1 − C−T b 輽 C−TAxk − C−T b輫 αkC
−TApk

Axk+1 − b 輽 Axk − b輫 αkAp
k

βk+1 輽
||轞rk+1||2

||轞rk||2

輽
〈rk+1,M−1rk+1〉
〈rk,M−1rk〉

轞pk+1 輽 −轞rk+1 輫 βk+1轞p
k

Cpk+1 輽 −C−T rk+1 輫 βk+1Cp
k

pk+1 輽 −M−1rk+1 輫 βk+1p
k

轰轡轧轥 輲輳 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轰轵轴輻
A ∈ Rn×n 輨轳轹轭輮 轰轤輮輩 轡轮轤 b ∈ Rn輬 tol > 輰輻
轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻

轃轨软软轳轥 x1輬 转轥轴 r1 輽 Ax1 − b輬 轳轥轴 p1 輽 −輨CTC輩−1r1輻
for k 輽 輱, 輲, · · ·n do

轓软转轶轥 CTCyk 輽 rk輬 yk 輽M−1rk

轓轥轴 αk 輽
〈rk, yk〉
〈p,Apk〉

轌轥轴 xk+1 輽 xk 輫 αkp
k

rk+1 輽 rk 輫 αkAp
k

轓软转轶轥 CTCyk+1 輽 rk+1 轴软 轨轡轶轥 yk+1

轓轥轴 βk+1 輽
〈rk+1, yk+1〉
〈rk, yk〉

轌轥轴 pk+1 輽 −yk+1 輫 βk+1p
k

end

Remark: 轃 轮轥轥轤轳 轴轩 轢轥 轣轨软轳轥轮 轳轵轣轨 轴轨轡轴 CTCy 輽 r 轩轳 轥轡轳轹 轴软 轳软转轶轥輮
Example: 轃 轩轳 轤轩轡轧软轮轡转輬 轴轲轩轡轮轧轵转轡轲 软轲 轳轰轡轲轳轥輮
Nonlinear Gradient Method

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轁转轧软轲轩轴轨轭輺 輨轆转轥轴轣轨轥轲 輭 轒轥轥轶轥轳 轍轥轴轨软轤輩

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
轃轨软软轳轥 x0輬 轳轥轴 p0 輽 −∇f輨x0輩輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

轃轨软软轳轥 αk 轡轮轤 轳轥轴 xk+1 輽 xk 輫 αkp
k

βk+1 輽
||∇f輨xk+1輩||2

||∇f輨xk輩||2
轌轥轴 pk+1 輽 −∇f輨xk+1輩 輫 βk+1p

k

end

轉车 αk 轩轳 轢轹 轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輬 轩輮轥輮 αk 輽 轡轲轧轭轩轮α f輨x
k 輫 αpk輩 輺輽 輈輨α輩 輈′輨α輩 輽 輰

轔轨轥轮 〈∇f輨xk 輫 αkp
k輩, pk〉 輽 輰

轓软

〈pk+1,∇f輨xk+1輩〉 輽 〈−∇f輨xk+1輩 輫 βk+1p
k,∇f輨xk+1輩〉

輽 −||∇f輨xk+1輩||2 輫 βk+1〈∇f輨xk+1輩, pk〉
輽 −||∇f輨xk+1輩||2

轐轲轡轣轴轩轣轡转转轹輬 αk 轢轹 轩轮轥轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輬 轳轵轣轨 轴轨轡轴 轴轨轥 轳轴轲软轮轧 轗软转车轥 轃软轮轤轩轴轩软轮 轨软转轤輺

f輨xk 輫 αkp
k輩 ≤ f輨xk輩 輫 c1αk∇f輨xk輩T pk

|∇f輨xk 輫 αkp
k輩T pk|≤c2|∇f輨xk輩T pk|

轷轨轥轲轥 輰 < c1 < c2 <
輱

輲

轰轡轧轥 輲輴 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

5 L5 Proximal Gradient Method

Proximal Gradient Method
轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩 輫 g輨x輩

轷轨轥轲轥 车 轩轳 转轩轰輭轤轩輋轥轲轥轮轣轩轡轢转轥輬 轡轮轤 轧 轩轳 輢轳轩轭轰转轹輢 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 车轵轮轣轴轩软轮輮
Example 1輺 轌轡轳轳软 轐轲软轢转轥轭

轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
||Ax− b||2 輫 λ||x||1

Example 2輺

轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
xTAx− bTx輫

n∑
i=1

σ+輨xi輩

轷轨轥轲轥 σ+輨xi輩 輽

{
輰 轩车 xi ≤ 輰

∞ 轩车 xi < 輰

轎软轴 轄轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 软轮 轢软轵轮轤轡轲轹輮

Definition 5.1 輨轐轲软轸轩轭轡转 轍轡轰轰轩轮轧輩. 轇轩轶轥轮 轡 车轵轮轣轴轩软轮 轧 软轮 Rn輬 轩轴轳 轰轲软轸轩轭轡转 轭轡轰轰轩轮轧 proxg輨·輩 輺 Rn →
Rn 轩轳 轤轥輌轮轥轤 轡轳

proxg輨y輩 輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn 1

2 ||x−y||2+g(x)
∀y ∈ Rn

Example 1: 轌轥轴 g輨x輩 輽 |x|輬 车软轲 x ∈ R輬

proxg輨y輩 輽 轡轲轧轭轩轮
x∈R

輱

輲
輨x− y輩2 輫 |x| 輽 F 輨x輩

轎软轴轥輺

輱

輲
輨x− y輩2 輫 |x| 輽

{
1
2 輨x− y輩

2 輫 x 轩车 x > 輰
1
2 輨x− y輩

2 − x 轩车 x < 輰

轆软轲 x ≥ 輰輬 轴轨轥 轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软车 1
2 輨x− y輩

2 輫 x 轩轳

轞x1 輽 轡轲轧轭轩轮
x∈R

輱

輲
輨x− y輩2 輫 x

輽⇒ 轞x+ − y 輫 輱 輽 輰

輽⇒ 轞x+ 輽 y − 輱

轈轥轮轣轥輬

轞x∗+ 輽 轡轲轧轭轩轮
x≥0

輱

輲
輨x− y輩2 輫 x

輽 轭轡轸輨輰, y − 輱輩

轓轩轭轩转轡轲转轹輬

轞x∗− 輽 轡轲轧轭轩轮
x≤0

輱

輲
輨x− y輩2 − x

輽 轭轩轮輨輰, y 輫 輱輩

轔轨轥轲轥车软轲轥輬 轷轨轥轮 y − 輱 ≥ 輰輬 proxg輨y輩 輽 y − 輱
轷轨轥轮 y 輫 輱 ≤ 輰輬 proxg輨y輩 輽 y 輫 輱

轰轡轧轥 輲輵 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轷轨轥轮 y − 輱 ≤ 輰 轡轮轤 y 輫 輱 ≥ 輰輬 proxg輨y輩 輽 輰
∴ proxg輨y輩 輽 sign輨y輩 ·轭轡轸輨|y| − 輱, 輰輩

轷轨轥轲轥 sign輨y輩 輽


輫輱 y > 輰

−輱 y < 輰

輰 y 輽 輰

Exercise: 轉车 g輨x輩 輽 λ|x| 车软轲 x ∈ R輬 轷轨轥轲轥 λ > 輰輬 轴轨轥轮 proxg輨y輩 輽 sign輨y輩 ·轭轡轸輨|y| − λ, 輰輩

Example 2: 轇轩轶轥轮 a ≤ b輬 转轥轴 g輨x輩 輽

{
輰 轩车 x ∈ 轛a, b轝

∞ 软轴轨轥轲轷轩轳轥

proxg輨y輩 輽 轡轲轧轭轩轮
x∈R

g輨x輩 輫
輱

輲
輨x− y輩2

輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈[a,b]

輱

輲
輨x− y輩2

輽 轭轩轮輨轭轡轸輨a, y輩, b輩

Remark: 轇轩轶轥轮 x ⊆ Rn輬 轩车 g輨x輩 輽

{
輰 轩车 x ∈ 轛a, b轝

∞ 软轴轨轥轲轷轩轳轥
輬 轴轨轥 proxg 轩轳 轡转轳软 轣轡转转轥轤 轰轲软轪轥轣轴轩软轮 软轮轴软 轸輬

轤轥轮软轴轥轤 轡轳 Projx
轐轲软轸轩轭轡转 轧轲轡轤轩轥轮轴 轭轥轴轨软轤 车软轲 轭轩轮x∈R f輨x輩 輫 g輨x輩
轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
x0輻
for k 輽 輱, 輲, · · ·n do

xk+1 輽 轡轲轧轭轩轮x∈Rn f輨xk輩 輫 〈∇f輨xk輩, x− xk〉輫 輱

輲αk
||x− xk||2 輫 g輨x輩

輽 proxαkg輨x
k − αkf輨xk輩輩

end

轂轹 轴轨轥 轤轥輌轮轩轴轩软轮 软车 xk+1輬

xk+1 輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn

f輨xk輩 輫 〈∇f輨xk輩, x− xk〉輫 輱

輲αk
||x− xk||2 輫 g輨x輩

輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn

αk〈∇f輨xk輩, x− xk〉輫
輱

輲
||x− xk||2 輫 αkg輨x輩

輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
||x− 輨xk − αk∇f輨xk輩輩||2 −

輱

輲
||αk∇f輨xk輩||2 輫 αkg輨x輩

輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
||x− 輨xk − αk∇f輨xk輩輩||2 輫 αkg輨x輩

轈软轷 轴软 轣轨软软轳轥 αk輿
轃轨软软轳轥 αk 轳轵轣轨 轴轨轡轴輺

f輨xk+1 ≤ f輨xk輩 輫 〈∇f輨xk輩, xk+1−xk

〉輫 輱

輲αk
||xk+1 − xk||2 輨輪輩

Lemma 5.1. 轁轳轳轵轭轥 ∇f 轩轳 转轩轰轳轣轨轩轴轺 轣软轮轴轩轮轵软轵轳 轷轩轴轨 轣软轮轳轴轡轮轴 轌輬 轩輮轥輮 ||∇f輨x輩−∇f輨y輩|| ≤ L||x− y||輬
∀x, y ∈ R輬 轴轨轥轲轮 轷轥 轣软轡轮 轡转轷轡轹轳 轣轨软软轳轥 αk 輽 1

L 轡轮轤 輨輪輩 轷轩转转 轨软转轤輮

Example:

轭轩轮
x∈R

輱

輲
||Ax− b||2 輫 λ||x||
轰轡轧轥 輲輶 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轎软轴轩轣轥輺 ∇f輨x輩 輽 AT 輨Ax− b輩 轩轳 转轩轰 轣软轮轴轩轮轵软轵轳 轷轩轴轨 轣软轮轳轴轡轮轴 L 輽 ||ATA|| 輽 λmax輨A
TA輩

轕轰轤轡轴轥輺 xk+1 輽 轡轲轧轭轩轮x∈Rn
1
2 ||x− 輨xk − αk∇f輨xk輩輩||2 輫 αkλ||x||1

轷轨轥轲轥 αk 輽 輱/L
轌轥轴 y 輽 xk − αk∇f輨xk輩 轡轮轤 輖λ 輽 αkλ 輽 λ/L
轔轨轥轮

xk+1 輽 轡轲轧 轭轩轮
x∈Rn

輱

輲
||x− y||2 輫 輖λ||x||1

⇐⇒ xk+1
i 輽 轡轲轧 轭轩轮

xi∈Rn

輱

輲
||xi − yi||2 輫 輖λ||xi||1 ∀i 輽 輱, 輲, · · ·n

輽 sign輨yi輩 ·轭轡轸輨|yi| − 輖λ, 輰輩 ∀i 輽 輱, 輲, · · ·n

Convergence result
轁轳轳轵轭轥 ∇f 轩轳 转轩轰 轣软轮轴轩轮轵软轵轳 轷轩轴轨 轣软轮轳轴轡轮轴 L > 輰輬 轡轮轤 轧 轩轳 轣软轮轶轥轸輬 轳轥轴 αk 輽 1

2 ,∀k輬 轴轨轥轮 轡轮轹 轣转轵轳轴轥轲
轰软轩轮轴 软车 {xk} 轩轳 轡 轳轴轡轴轩软轮轡轲轹 轰软轩轮轴輮 轉车 车轵轴轨轥轲轭软轲轥 车 轩轳 轣软轮轶轥轸輬 轴轨轥轮

F 輨xk輩− F 輨x∗輩 ≤ L||x0 − x∗||2

輲k
∀k ≥ 輱

轷轨轥轲轥 轆輽车輫轧 轡轮轤 x∗ 轩轳 软轮轥 轭轩轮轩轭轩轺轥轲 软车 轆輮
Accelerated proximal gradient

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩 輫 g輨x輩

轷轨轥轲轥 车 轩轳 转轩轰輭轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 輨轩輮轥輮 ∇f 轩轳 转轩轰輮轣软轮轴輮輩 轡轮轤 轧 轩轳 轡 輢轳轩轭轰转轥輢 车轵轮轣轴轩软轮輮
轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
x0輬 轳轥轴 y1 輽 x0輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

xk 輽 proxαkg輨y
k − αk∇輨yk輩輩

yk+1 輽 xk 輫 wk輨x
k − xk−1輩

end

轈轥轲轥 wk ∈ 轛輰, 輱輩 轩轳 轡轮 轥轸轴轲轡轰软转轡轴轩软轮 轷轥轩轧轨轴輮

Theorem 5.2. 轃轨软软轳轥 wk 轩轮 轴轨轥 车软转转软轷轩轮轧 轷轡轹輺

t1 輽 輱輬 tk+1 輽
輱 輫

√
輱 輫 輴t2k
輲

輬 wk 輽
tk − 輱

tk+1

轔轨轥轮 轩车 车 轡轮轤 轧 轡轲轥 轣软轮轶轥轸輬 轷轥 轨轡轶轥 F 輨xk輩− F 輨x∗輩 ≤ 輲L||x0 − x∗||2

k2
,∀k ≥ 輱

轷轨轥轲轥 轌 轩轳 轌轩轰輭轣软轮轳轴轡轮轴 软车 ∇f

轰轡轧轥 輲輷 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轁转轧软轲轩轴轨轭輺輨轆轉轓轔轁輩

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
x0輬 轳轥轴 y1 輽 x0輬t1 輽 輱輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

xk 輽 轡轲轧轭轩轮x〈∇f輨yk輩, x− yk〉輫
輱

輲αk
||x− yk||2 輫 g輨x輩

proxαkg輨y
k − αk∇輨yk輩輩

tk+1 輽
輱 輫

√
輱 輫 輴t2k
輲

wk 輽
tk − 輱

tk+1

yk+1 輽 xk 輫 wk輨x
k − xk−1輩

end

轌轥轴

f輨x輩 輽
輱

輲
||Ax− b||2

輽
輱

輲
〈Ax− b, Ax− b〉

輽
輱

輲
xTATAx− 輱

輲
bTAx− 輱

輲
AT b輩Tx輫

輱

輲
||b||2

輽
輱

輲
xTATAx− 輨AT b輩Tx輫

輱

輲
||b||2

∴ ∇f輨x輩 輽 ATAx−AT b
輽 AT 輨Ax− b輩

輨轆轡轣轴 輺 轉车 h輨x輩 輽
輱

輲
xTQx− cTx輬 轴轨轥轮 ∇h輨x輩 輽 Qx− c輩

轰轡轧轥 輲輸 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

6 L6 BB Method

Barzaili - Borwein Method

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轷轨轥轲轥 车 轩轳 轡 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥 车轵轮轣轴轩软轮輮
Recall: 轓轴轥轥轰轥轳轴 轧轲轡轤轩轥轮轴 轤轥轳轣轥轮轴

xk+1 輽 xk − αk∇f輨xk輩

轷轨轥轲轥 αk 轩轤 软轢轴轡轩轮轥轤 轢轹 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨

• 轐轲软轳輺

轐轥轲輭轕轰轤轡轴轥 轩轳 輢轃轨轥轡轰輢輬 轧转软轢轡转 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輮

• 轃软轮轳輺

轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轩轳 轳转软轷

轎轥轷轴软轮輧轳 轍轥轴轨软轤
xk+1 輽 xk − 輨∇2f輨xk輩輩−1∇f輨xk輩

• 轐轲软轳輺

轆轡轳轴 轃软轮轶轥轲轧轥轮轣轥 轮轥轡轲 轳软转轵轴轩软轮

• 轃软轮轳輺

轐轥轲輭轵轰轤轡轴轥 轩轳 轥轸轰轥轮轳轩轶轥輬 轮软 轧转软轢轡转 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥

Idea of BB method輺 轃轨软软轳轥 αk 轳轵轣轨 轴轨轡轴 αk∇f輨xk輩 輢轡轰轰轲软轸轩轭轡轴轥輢 ∇2f輨xk輩−1∇f輨xk輩
Direction of BB Method: 轃软轮轳轩轤轥轲

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩 輽
輱

輲
xTAx− bTx

轷轨轥轲轥 轁 轩轳 轳轹轭轭轥轴轲轩轣 轡轮轤 轰软轳轩轴轩轶轥 轤轥輌轮轩轴轥輮
轌轥轴 sk−1 輽 xk − xk−1 轡轮轤 yk−1 輽 ∇f輨xk輩−∇f輨xk−1輩
轔轨轥轮 Ask−1 輽 yk−1 软轲 sk−1 輽 A−1yk−1

轩輮轥輮∇2f輨xk輩sk−1 輽 yk−1 软轲 sk−1 輽 輨∇2f輨xk輩輩−1yk−1

Option 1 to choose αk
α−1k sk−1 ≈ yk−1
轢轹 转轥轴轴轩轮轧

α−1k 輽 轡轲轧轭轩轮
β
||βsk−1 − yk−1||2

輽
〈sk−1, yk−1〉
||sk−1||2

d

dβ
||βsk−1 − yk−1||2 輽

d

dβ
||sk−1β − yk−1||2

輽 輲輨sk−1輩T 輨sk−1β − yk−1輩
輽 輰

輽⇒ αk 輽
||sk−1||2

〈sk−1, yk−1〉

Option 2 to choose αk
sk−1 ≈ αkyk−1

轰轡轧轥 輲輹 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轢轹 转轥轴轴轩轮轧

α−1k 輽 轡轲轧轭轩轮
β
||sk−1 − βyk−1||2

輽
〈sk−1, yk−1〉
||yk−1||2

轁转轧软轲轩轴轨轭輨轂轂 轭轥轴轨软轤 车软轲 轭轩轮x∈Rn f輨x輩輩輺

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
x0輬 tol > 輰輬 轳轥轴 x1 輽 x0 − α0∇f輨x0輩輻
轷轨轥轲轥 α0 轩轳 软轢轴轡轩轮轥轤 轢轹 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

轌轥轴 sk−1 輽 xk − xk−1, yk−1 輽 ∇f輨xk輩−∇f輨xk−1輩
if ||∇f輨xk輩|| < tol then

轓轴软轰
else

轕轰轤轡轴轥輺 xk+1 輽 xk − αk∇f輨xk輩

轷轨轥轲轥 αk 輽
||sk−1||2

〈sk−1, yk−1〉
软轲
〈sk−1, yk−1〉
||yk−1||2

end

end

Remark: 车软轲 轴轨轥 轱轵轡轤轲轡轴轩轣 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輺

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩 輽
輱

輲
xTAx− bTx

轷轨轥轲轥 A > 輰

〈sk−1, yk−1〉 輽 〈xk − xk−1, A輨xk − xk−1輩〉
≥ λmin輨A輩||xk − xk−1||2

轉轮 轡轤轤轩轴轩软轮輬 ||∇f輨xk輩|| 轒輭转轩轮轥轡轲转轹 轣软轮轶轥轲轧轥轳 轴软 輰輮 輨软轮转轹 车软轲 轱轵轡轤轲轡轴轩轣輩
轒轥轭轡轲轫 輺 轂轂 轭轥轴轨软轤 轭轡轹 轮软轴 轣软轮轶轥轲轧轥 轥轶轥轮 车软轲 轳轭软软轴轨 轣软轮轶轥轸 轰轲软轢转轥轭輮
BB method with nonmonotone line search 轭轩轮x∈Rn f輨x輩 輨轆软轲 轣软轮轶轥轸輬 轣软轮轶轥轲轧轥輩

轰轡轧轥 輳輰 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轁转轧软轲轩轴轨轭輺

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輻
C1 ∈ 輨輰, 輱輩, ρ > 輱, x0, c0 輽 f輨x0輩, Q0 輽 輱, η ∈ 轛輰, 輱轝
轳轥轴 x1 輽 x0 − α0∇f輨x0輩輻
轷轨轥轲轥 α0 > 輰 轩轳 软轢轴轡轩轮轥轤 轢轹 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨輻
for k 輽 輱, 輲, · · · do

轌轥轴 sk−1 輽 xk − xk−1, yk−1 輽 ∇f輨xk輩−∇f輨xk−1輩
if ||∇f輨xk輩|| < tol then

轓轴软轰
else

轌轥轴 αk 輽
||sk−1||2

〈sk−1, yk−1〉
软轲
〈sk−1, yk−1〉
||yk−1||2

轕轰轤轡轴轥輺 xk+1 輽 xk − αk∇f輨xk輩
while f輨xk−1輩 > ck − αkc1||∇f輨xk輩||2 do

轌轥轴 αk ← αk/p
xk+1 輽 xk − αk∇f輨xk輩

end
轓轥轴 Qk+1 輽 ηQk 輫 輱

ck+1 −
ηQkck 輫 f輨xk+1輩

Qk+1

end

end

轉车 η 輽 輰→ 轡轭轩轪软
轉车 η 6輽 輰→ 轭软轤轩輌轥轤 轡轭轩轪软
Remark: 轉车 η 輽 輰輬 轴轨轥轮 ck 輽 f輨xk輩,∀k 輽 輰, 輱, · · · 轡轮轤 轷轨轩转轥 转软软轰 轩轳 轤软轩轮轧 轢轡轣轫 轴轲轡轣轫轩轮轧 轢轹 轡轭轩轪软輧轳
轣软轮轤轩轴轩软轮輮 輽⇒ 在 轡轭轩轪软 条件下充分下降

轉车 η 輽 輱 輽⇒ ck 輽
∑k
j=0

f輨xj輩

k 輫 輱

轰轡轧轥 輳輱 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

7 Quasi-Newton Method

Problem
轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轷轨轥轲轥 车 轩轳 轴轷轩轣轥 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥輮
Recall: 轎轥轷轴软轮輧轳 轍轥轴轨软轤輺

xk+1 輽 xk − 輨∇2f輨xk輩輩−1∇f輨xk輩

輨轂轂 轭轥轴轨软轤 轵轳轥 αkI 轴软 轡轰轰轲软轸轩轭轡轴轥 轴轨轥 轈轥轳轳轩轡轮 轭轡轴轲轩轸輩
轍轥轭软轲轹 轲轥轱轵轩轲轥轭轥轮轴輺 O輨n2輩
轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轣软轳轴輺 O輨n3輩
轉轤轥轡 软车 轱轵轡轳轩輭轎轥轷轴软轮 轭轥轴轨软轤輺
轆轩轮轤 Bk > 輰 轴软 轡轰轰轲软轸轩轭轡轴轥 ∇2f輨xk輩輬 软轲 Hk > 輰 轴软 轱轰轰轲软轸轩轭轡轴轥 ∇2f輨xk輩−1

轒轥轣轡转转輺 轂轂 轭轥轴轨软轤輺
轆轩轮轤 αk 轳轵轣轨 轴轨轡轴 αkI 轡轰轰轲软轸轩轮轡轴轥 ∇2f輨xk輩 轩轮 轴轨轥 轳轥轮轳轥 α−1k sk−1 ≈ yk−1 软轲 sk−1 ≈ αkyk−1
轄轥轲轩轶轡轴轩软轮 软车 轑轵轡轳轩輭轎轥轷轴软轮 轭轥轴轨软轤輺
轓轵轰轰软轳轥 Bk > 輰 轱轰轰轲软轸轩轭轡轴轥 ∇2f輨xk輩
轌轥轴 pk 輽 −B−1k ∇f輨xk輩
轕轰轤轡轴轥 xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

轷轨轥轲轥 αk > 輰 轩轤 软轢轴轡轩轮轥轤 轢轹 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨 轴轨轡轴 轴轨轥 轷软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮 轨软转轤輮

f輨xk 輫 αkp
k輩 ≤ f輨xk輩− c1αk∇f輨xk輩T pk

〈pk,∇f輨xk 輫 αkp
k輩〉 ≥ c2∇f輨xk輩T pk

轷轩轴轨 輰 < c1 < c2 < 輱

轑轵轥轳轴轩软轮輺 轈软轷 轴软 轧轥轴 Bk+1輿

7.1 DFP (Davidan - Fletcher -Powell) update for B

轓轥轴

Bk+1 輽 轡轲轧轭轩轮
B
{||B −Bk||2w, 轳轵轣轨 轴轨轡轴 B > 輰, Bsk 輽 yk} 輨∗輩

轷轨轥轲轥 w > 輰 轳轵轣轨 轴轨轡轴 wyk 輽 sk 轡轮轤 ||A||w 輽 ||w1/2Aw1/2||F 輮 輨||A||F 輽
√∑

i

∑
j輨a

2
ij輩輩

Lemma 7.1. 轓轵轰轰软轳轥 轂 轩轳 轡 轳软转轵轴轩软轮 软车 輨輪輩輬 轴轨轥轮 轴轨轥轲轥 轩轳 轡 轶轥轣轴软轲 v ∈ Rn 轳轵轣轨 轴轨轡轴{
w輨B −Bk輩w − skvT − v輨sk輩T 輽 輰

Bsk 輽 ykB > 輰

轆轲软轭

w輨B −Bk輩w − skvT − v輨sk輩T 輽 輰 輨輱輩

Bsk 輽 yk 輨輲輩

轗轥 轨轡轶轥 {
輨B −Bk輩− w−1skvTw−1 − w−1v輨sk輩Tw−1 輽 輰

Bsk 輽 ykB > 輰

轰轡轧轥 輳輲 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轌轥轴 u 輽 w−1v
轎软轴轥 wyk 輽 sk輬 轳软 w−1sk 輽 yk

轈轥轮轣轥 輨輱輩 轢轥轣软轭轥轳輺

B −Bk − ykuT − u輨yk輩T 輽 輰

轳软 B 輽 Bk 輫 ykuT 輫 u輨yk輩T

轐转轵轧 轂 轩轮轴软 輨輲輩

Bks
k 輫 ykuT sk 輫 u輨yk輩T sk 輽 yk 輨輳輩

轌轥轴 γk 輽
輱

輨yK輩T sk

轆轲软轭 輨輳輩輺
u 輽 γk輨y

k −Bksk − ykuT sk輩

轡轮轤

輨sk輩TBsk 輫 輨sk輩T ykuT sk 輫 輨sk輩Tu輨yk輩T sk 輽 輨sk輩T yk

輽⇒ uT sk 輽
輨sk輩T yk − 輨sk輩TBsk

輲輨sk輩T yk

輽
輱− γk輨sk輩TBsk

輲

轓软

u 輽 γk

(
yk −Bksk −

輱 輫 γk輨s
k輩TBks

k

輲
yk
)

Recall B 輽 Bk 輫 yku
T 輫 u輨yk輩

T

轷轥 轨轡轶轥

Bk+1 輽 Bk 輫 γky
k輨yk −Bksk −

輱− γk輨sk輩TBksk

輲
yk輩T 輫 γk輨y

k −Bksk −
輱− γk輨sk輩TBksk

輲
yk輩輨yk輩T

輽 輨I − γkyk輨sk輩T 輩Bk輨I − γksk輨yk輩輩T 輩 輫 γky
k輨yk輩T

Claim1: γk > 輰 轩车 轗软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮 轨软转轤輮
轎软轴轥 〈pk,∇f輨xk 輫 αkp

k輩〉 ≥ c2∇f輨xk輩T pk

轩輮轥輮 〈x
k+1 − xk

αk
,∇f輨xk+1輩〉 ≥ c2〈

xk+1 − xk

αk
,∇f輨xk輩〉

轓轩轮轣轥 sk 輽 xk+1 − xk輬 轷轥 轨轡轶轥

〈sk,∇f輨xk+1輩−∇f輨xk輩〉 ≥ 輨c2 − 輱輩〈sk,∇f輨xk輩〉
輽⇒ 〈sk, yk〉 ≥ 輨c2 − 輱輩〈sk,∇f輨xk輩〉

輽 αk輨c2 − 輱輩〈pk,∇f輨xk輩〉 > 輰

Claim 2輺 Bk+1 > 輰
轆轩轲轳轴 Bk+1 ≥ 輰
轓轣软轮轤輬 轳轵轰轰软轳轥 轴轨轥轲轥 轩轳 Z ∈ Rn 轳轵轣轨 轴轨轳轴 Bk+1z 輽 輰輬 轴轨轥轮 zTBk+1z 輽 輰
zT 輨I − γkyk輨sk輩T 輩Bk輨I − γksk輨yk輩T 輩z 輫 rkzT yk輨yk輩T z 輽 輰

轰轡轧轥 輳輳 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

轳软 zT 輨I − γkyk輨sk輩T 輩Bk輨I − γksk輨yk輩T 輩z 輽 輰轡轮轤 rkzT yk輨yk輩T z 輽 輰輬 轷轨轩轣轨 轭轥轡轮轳 zTBkz 輽 輰 轡轮轤
zT yk 輽 輰
轳软z 輽 輰輮
轉轭轰转轥轭轥轮轴轡轴轩软轮 软车 轄轆轐 轵轰轤轡轴轥 车软轲 B−1k+1∇f輨xk+1輩
轄轥轮软轴轥

Hk 輽 B−1k

Hk+1 輽 B−1k+1

輽 轛輨I − γkyk輨sk輩T 輩Bk輨I − γksk輨yk輩輩T 輩 輫 γky
k輨yk輩T 轝−1

輽 Hk −
Hky

k輨yk輩THk

輨yk輩THkyk
輫
sk輨sk輩T

輨sk輩T yk

輨轔轨轩轳 轣轡轮 轤轩轲轥轣轴转轹 轶轥轲轩车轹 车轲软轭 轤轥輌轮轩轴轩软轮 软车 轩轮轶轥轲轳轥輩
轁转轧软轲轩轴轨轭 輨轄轆轐 轭轥轴轨软轤 车软轲 轭轩轮x∈Rn f輨x輩輩輺

轉轮轩轴轩轡转轩轺轡轴轩软轮輺 x0 , H0 � 輰 , tol > 輰輮 for k=0,1,2,· · · do
if ||∇f輨xk輩|| ≤ tol then

轳轴软轰
else

pk 輽 −Hk∇f輨xk輩
xk+1 輽 xk 輫 αkp

k

轷轨轥轲轥 αk 轩轳 软轢轴轡轩轮轥轤 轢轹 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨 轳轵轣轨 轴轨轡轴 轴轨轥 轷软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮轳 轨软转轤輮

sk 輽 xk+1 − xk yk 輽 ∇f輨xk+1輩−∇f輨xk輩

Hk+1 輽 Hk −
Hky

k輨yk輩THk

輨yk輩THkyk
輫
sk輨sk輩T

輨sk輩T yk

end

end

Remark: 轩轮 轴轨轥 轗软转车轥輧轳 轣软轮轤轩轴轩软轮轳輬 c1 輽 輱輰−4 轡轮轤 c2 輽 輰.輹 轡轲轥 轣软轭轭软轮转轹 轵轳轥轤輮 轔软 轣轨软软轳轥 H0輬 软轮轥
轣轡轮 轲轵轮 软轮轥 轳轴轥轥轰轥轳轴 轧轲轡轤轩轥轮轴 轤轥轳轣轥轮轴 轴软 轨轡轶轥 轴轷软 轰软轩轮轴轳 x0, 轞x0輬 轷轨轥轲轥

轞x0 輽 x0 − 轞α0∇f輨x0輩

轔轨轥轮 轳轥轴 轞s0 輽 轞x0 − x0, 轞y0 輽 ∇f輨 轞x0輩−∇f輨x0輩
轡轮轤 H0 輽 〈ŝ0,ŷ0〉

||ŷ0||2
I 软轲 H0 輽 ||s0||2

〈ŝ0,ŷ0〉

7.2 BFGS(Broyden, Fletcher, Gddfarb, Shano)Method.

轉轤轥轡輺 轤轩轲轥轣轴转轹 轷软轲轫 软轮 H 轭轡轴轲轩轸
轓轵轰轰软轳轥 轷轥 轨轡轶轥 Hk � 輰
轆轩轮轤 Hk+1 輽 轡轲轧轭轩轮H ||H −Hk||2W 轳轵轣轨 轴轨轡轴 H � 輰輬 Hyk 輽 sk

轗轨轥轲轥 W � 輰輬 轡轮轤 Wsk 輽 yk輮
轂轹 轓轩轭轩转轡轲 轡轲轧轵轭轥轮轴轳 轡轳 轄轆轐輺

Hk+1 輽 輨I − γksk輨yk輩T 輩Hk輨I − γkyk輨sk輩T 輩 輫 γks
k輨sk輩T

轗轨轥轲轥 γk 輽 1
(yk)T sk

轰轡轧轥 輳輴 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

7.3 Convergence result about DFP and BFGS:

轁轳轳轵轭轥 f 轩轳 轴轷轩轣轥 轤轩輋轥轲轥轮轴轩轡轢转轥輬 轡轮轤 轴轨轥轲轥 轡轲轥 輰 < λ < 輖λ < 輫∞ 轳轵轣轨 轴轨轡轴

λ ≤ λmin輨∇2f輨x輩輩 ≤ λmax輨∇2f輨x輩輩 ≤ 輖λ,∀x.

轌轥轴 {xk} 轢轥 轧轥轮轥轲轡轴轥轤 轢轹 轄轆轐 软轲 轂轆轇轓 轭轥轴轨软轤輮 轷轩轴轨 轡轮轹 轩轮轩轴轩轡转 x0 轡轮轤 H0 � 輰輮 轔轨轥轮 xk → x∗輬
轷轨轥轲轥 x∗ 轩轳 轴轨轥 轭轩轮轩轭轩轺轥轲輮
轆轵轲轴轨轥轲轭软轲轥輬 轩车 ∇2f輨x輩 轩轳 轌轩轰輭轣软轮轴轩轮轵软轵轳輬 轴轨轥轮 轂轆轇轓 轭轥轴轨软轤 轨轡轳 轒輭轳轵轰轥轲輭转轩轮轥轡轲 轣软轮轶轥轲轧轥轮轣轥輮

轏轢轳轥轲轶轡轴轩软轮輺 轄轆轐 轡轮轤 轂轆轇轓 轢软轴轨 轰轥轲车软轲轭 轲轡轮轫輭輲 轵轰轤轡轴轥 轴软 轈 轭轡轴轲轩轸輮

Hk+1 輽 輨I − γksk輨yk輩T 輩Hk輨I − γkyk輨sk輩T 輩 輫 γks
k輨sk輩T

輽 Hk − γksk輨yk輩THk − γkHky
k輨sk輩T 輫 γ2k輨y

k輩THky
ksk輨sk輩T 輫 γks

k輨sk輩T

輽 Hk − γksk轛輨yk輩THk − γk輨yk輩THky
k輨sk輩T − 輨sk輩T 轝

7.4 SRI method

轭轩轮
x∈Rn

f輨x輩

轓轵轰轰软轳轥 轷轥 轨轡轶轥 Hk 轴轨轡轴 轡轰轰轲软轸轩轭轡轴轥轳 ∇2f輨xk輩−1

轌轥轴 Hk+1 輽 Hk 輫 θvvT 轳轵轣轨 轴轨轡轴 Hk+1y
k 輽 sk輬

轗轨轥轲轥 θ 輽 輱软轲 −輱
轨软轷 轴软 輌轮轤 v 轡轮轤 θ
轆轲软轭 Hk+1y

k 輽 sk輬 轩轴 车软转转软轷轳

Hky
k 輫 θvvT yk 輽 sk

⇔ θvvT yk 輽 sk −Hky
k

⇒ θ輨yk輩T vvT yk 輽 輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩

7.4.1 Case I:

輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩 6輽 輰

轳轥轴 θ 輽 sign輨輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩輩

轔轨轥轮 輨vT yk輩2 輽 |輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩| 轓软 輨vT yk輩 輽 ±|輨yk輩T 輨sk −Hky

k輩| 12
轡轮轤 v 輽 ±|輨yk輩T 輨sk −Hky

k輩|− 1
2 輨sk −Hky

k輩
轈轥轮轣轥輬

Hk+1 輽 Hk 輫 θvvT

輽 Hk 輫
輨sk −Hky

k輩輨sk −Hky
k輩T

輨yk輩T 輨sk −Hkyk輩

7.4.2 Case II:

sk −Hky
k 輽 輰

轳轥轴 v 輽 輰
轡轮轤 Hkk 輫 輱 輽 Hk

轰轡轧轥 輳輵 软车 輳輶



轊轩轮轧轭轩轮 轓轵轮
轃轨轥轮轹轵 轗轵 轍轁轔轐 輴輸輲輰 轃软轭轰轵轴轡轴轩软轮轡转 轏轰轴轩轭轩轺轡轴轩软轮輨輲輰輱輹輭轓轰轲轩轮轧輩

7.4.3 Case III:

輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩 輽 輰 轢轵轴 sk −Hky

k 6輽 輰
轮软 輨θ, v輩 轳轵轣轨 轴轨轡轴 θvvT yk 輽 sk −Hky

k

轷轥 轪轵轳轴 轳轥轴 Hk+1 輽 Hk

轈轥轵轲轩轳轴轩轣輺 轩车 |輨yk輩T 輨sk −Hky
k輩| ≤ ρ||yk|| · ||sk −Hky

k||輮
轔轨轥轮 轳轥轴 Hk+1 輽 Hk

轏轴轨轥轲轷轩轳轥輬 轳轥轴

Hk+1 輽 Hk 輫
輨sk −Hky

k輩輨sk −Hky
k輩T

輨yk輩T 輨sk −Hkyk輩

轏轢轳轥轲轶轡轴轩软轮輺 Hk+1 轩轳 轮软轴 轧轵轡轲轡轮轴轥轥轤 轴软 轢轥 轰輮轤輮 轓软 pk+1 輽 −Hk+1∇f輨xk+1輩 轭轡轹 轮软轴 轢轥 轡 轤轥轳轣轥轮轴
轤轩轲轥轣轴软轩轮輮
轅轸轡轣轴 转轩轮轥 轳轥轡轲轣轨 轳轨软轵转轤 轢轥 轵轳轥轤輮 轩輮轥輮

αk+1 輽 轡轲轧轭轩轮
α
f輨xk+1 輫 αpk+1輩

软轲 轴轲轵轳轴輭轲轥轧轩软轮 轳轴轥轰輺

pk+1 ← 轡轲轧轭轩轮
p
〈∇f輨xk+1輩, p〉輫 輱

輲
pTBk+1p

s.t.||p|| ≤ β

轗轨轥轲轥 Bk+1 轩轳 轴轨轥 轡轰轰轲软轸轩轭轡轴轩软轮 软车 ∇2f輨xk+1輩輮
轂轹 轴轨轥 轳轡轭轥 轤轥轲轩轶轡轴轩软轮輺

Bk+1 輽 Bk 輫
輨yk −Bksk輩輨yk −Bksk輩T

輨sk輩T 輨yk −Bksk輩

轰轡轧轥 輳輶 软车 輳輶
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